SECCION 10.1

a=0.5

N
N

FIGURA 17 Miembros de la familia
x=a+tcost,y=atant+sent,
graficadas en el rectangulo de vista
[—4, 4] por [—4, 4]

CURVAS DEFINIDAS POR MEDIO DE ECUACIONES PARAMETRICAS 641

Cuando a < —1, ambas ramas son suaves, pero cuando a llega a —1, la rama derecha
adquiere un punto agudo llamado ciispide. Para a entre —1 y 0 la cispide se convierte
en un bucle, que se vuelve mds grande conforme a se aproxima a 0. Cuando a = 0,

ambas ramas se juntan y forman una circunferencia (véase el ejemplo 2). Para a entre
0y 1, la rama izquierda tiene un bucle, el cual se contrae para volverse una cuspide
cuando a = 1. Para a > 1, las ramas se suavizan de nuevo y cuando a crece mas, se
curvan menos. Observe que las curvas con a positiva son reflexiones respecto al eje y
de las curvas correspondientes con a negativa.

Estas curvas se llaman concoides de Nicomedes en honor del erudito de la antigua
Grecia, Nicomedes. Las 1lamé concoides porque la forma de sus ramas externas se

asemeja a la concha de un caracol o de un mejillon.

lﬂﬂ Ejercicios

1-4 Bosqueje la curva ubicando puntos por medio de las ecuaciones
paramétricas. Indique con una flecha la direccién en que se traza la
curva cuando # crece.

Lx=t"+1t y=t2—t —-2<ts2
2 x=1t% y=t"—4t, -3<t<3
Bx=coszt, y=1—sent, 0st<mw/2
Ex:e”-i-t, y=e' —t, —2<t<2

5-10

a) Bosqueje la curva usando las ecuaciones paramétricas para
ubicar puntos. Indique con una flecha la direccion en la cual se
traza la curva cuando ¢ aumenta.

b) Elimine el pardmetro para hallar la ecuacién cartesiana de la
curva.

6] x =3 - 41,

6.x=1-2f y=2r—1 -2<t<4

Iﬂx=1—t2,

8 x=t—1 y='+1 -2<s<t<

y=2-—73t

y=t-—2,

Se requiere calculadora graficadora o computadora

sz\/?, y=1-—1

0. x=1* y=1¢

11-18

a) Elimine el pardmetro para hallar una ecuacién cartesiana de la
curva.

b) Bosqueje la curva e indique con una flecha la direccién en que
se traza la curva cuando crece el pardmetro.

1 1
E x =sen30, y = cos;0,

@x=%cos0, y=2senf, 0<0=<m

—T==60s=m7

13. x=sent, y=csct, 0<t<m/2
4. x=e¢—1, y=e*

15. x=¢”, y=t+1
16.y=\/m, y:\/ﬁ

Elx= senh#, y = cosht

18. x =tan’0, y=-sec, —m/2<6<m/2

1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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642 CAPITULO 10

19-22 Describa el movimiento de una particula con posicion (x, y)
cuando ¢ varia en el intervalo dado.

19. x=3+2cost, y=1+2sent, w/2<1t<3mw/2

20. x=2sent, y=4 +cost, 0<t<3m/2
EX:SSG:HZ‘, y=2cost, —m=t=<>5T

@x=senl, y=cos’t, —2m<t<2mw

23. Suponga que una curva estd dada por las ecuaciones
paramétricas x = f(f), y = ¢(t), donde el rango de fes [1, 4]
y el rango de g es [2, 3]. {Qué podemos decir acerca de la
curva?

24. Relacione las graficas de las ecuaciones paramétricas x = f(¢) y
y = ¢g(t) en a)-d) con las curvas paramétricas etiquetadas I-IV.
Dé razones para sus elecciones.

o M/\ N
T

Nﬂ\f
f

N
\/F
Vi,

U

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

25-27 Use las gréficas de x = f(#) y y = g(¢) para bosquejar la curva
paramétrica x = f(f), y = ¢(#). Indique con flechas la direccién en

que se traza la curva cuando ¢ crece.
| L

7y
p

28. Relacione las curvas paramétricas con las curvas etiquetadas
I-VI. D€ razones para sus elecciones. (No utilice dispositivos
de graficacion.)

A x=t'—t+1, y=1¢

b)x=1>—-2t y=+t
c) x =sen2t, y = sen(t + sen 2t)
d) x = cos 5t, y = sen?2t
e) x=1+sen4dt, y=1t>+ cos3t
f) x = sen 2t _cos?2t
Tare YT r
1 1I III
y y Yy
X
X
X
I\% \' VI
y y Yy
X
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A 30.

3.

32.

33.

SECCION 10.1

Grafique la curva x =y — 2 sen my.

Grafique las curvas y = x* — 4x y x = y* — 4y, y encuentre
sus puntos de interseccidon con una aproximacion de un
decimal.

a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas

y=uyi+ (y2 =yt
donde 0 =< 7 < 1, describen el segmento de recta que une
los puntos P(xi, y1) y Pa(x2, y2).

b) Encuentre las ecuaciones paramétricas para representar el
segmento de recta de (—2, 7) a (3, —1).

x=ux + (x2 — x)t

Utilice un dispositivo de graficacion y el resultado del ejercicio
31a) para dibujar el tridngulo con vértices A(1, 1), B(4,2) y
(1, s).

Encuentre ecuaciones paramétricas para la trayectoria de

una particula que se mueve a lo largo de la circunferencia

x?+ (y — 1)? = 4 de la manera que se describe.

a) Una vuelta en direccion de las manecillas del reloj,
empezando en (2, 1).

b) Tres vueltas en direccién contraria a las manecillas del reloj,
empezando en (2, 1)

¢) Media vuelta en direccion contraria a las manecillas del
reloj, empezando en (0, 3).

. a) Encuentre ecuaciones paramétricas para la elipse

x2/a® + y*/b? = 1. [Sugerencia: modifique las ecuaciones
de la circunferencia del ejemplo 2.]

b) Utilice estas ecuaciones paramétricas para graficar la elipse
cuandoa=3yb=1,2,4y8.

¢) (Coémo cambia la forma de la elipse cuando b varia?

35-36 Utilice una calculadora graficadora o computadora para
reproducir el dibujo

36.

CURVAS DEFINIDAS POR MEDIO DE ECUACIONES PARAMETRICAS

37-38 Compare las curvas representadas por las ecuaciones
paramétricas ;Cémo difieren?

37.2) x=1¢°, y=1+> b) x=1% y=1
c)x=e? y=e¥

8. a)x=1t y=1t" b) x =cost, y=sec’t
c)x=e, y=e™

39. Deduzca las ecuaciones 1 para el caso 7/2 < 6 < 7.

Sea P un punto a una distancia d del centro de una

circunferencia de radio r. La curva trazada por P cuando el
circulo rueda a lo largo de una linea recta se llama trocoide.
(Piense en el movimiento de un punto sobre el rayo de una
rueda de bicicleta.) La cicloide es el caso especial de una
trocoide con d = r. Utilizando el mismo pardmetro 6 como

643

para la cicloide y, asumiendo que la recta es el eje de las
xy 6 = 0 cuando P es uno de sus puntos minimos, demuestre
que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son

x=r60 —dsenb y=r—dcosf

Trace la trocoide para los casos d < ryd > r.

E Si a 'y b son niimeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas para la curva que consiste de todas las posibles
posiciones del punto P en la figura, utilizando el dngulo 6
como pardmetro. Después elimine el pardmetro e identifique
la curva.

NV

42. Si a y b son numeros fijos, encuentre las ecuaciones
paramétricas de la curva que consiste de todas las posiciones
posibles del punto P en la figura, usando el dngulo 6
como pardmetro. El segmento de recta AB es tangente a la
circunferencia mas grande.

y

E Una curva, llamada bruja de Maria Agnesi, consiste de todas
las posibles posiciones del punto P en la figura. Demuestre
que las ecuaciones paramétricas para esta curva pueden
expresarse como

x=2acotf y = 2a sen?6
Trace la curva.
y
y=2a C
N
N
AN
N
/[0
A\I P
a+ |
|
|
0 4
o X
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45,

46.

CAPITULO 10

a) Encuentre las ecuaciones paramétricas para el conjunto de

todos los puntos P como los que se muestran en la figura,
tales que | OP | = | AB |. (Esta curva se llama cisoide
de Diocles en honor al sabio griego Diocles, quien
introdujo la cisoide como un método grafico para construir
el lado de un cubo cuyo volumen es dos veces el de un
cubo dado.)

b) Utilice la descripcion geométrica para dibujar a mano un
bosquejo de la curva. Verifique su trabajo utilizando las
ecuaciones paramétricas para graficar la curva.

y

Suponga que la posicién de una particula en el tiempo 7 esta
dada por

X1 =3sent yi =2cost 0<t<2m

y la posicién de una segunda particula esta dada por

X, = —3 + cost y2=1+sent 0st=<2mw

a) Grafique las trayectorias de ambas particulas ;Cudntos
puntos de interseccion hay?

b) (Algunos de estos puntos de interseccion son puntos de
colision? En otras palabras ¢las particulas estin en el mismo
lugar al mismo tiempo? Si es asi, encuentre los puntos de
colisién.

¢) Describa qué pasa si la trayectoria de la segunda particula
estd dada por

X, =3+ cost y,=1+sent 0<r=<2w

Si un proyectil es disparado con una velocidad inicial de v,
metros por segundo a un angulo « por encima de la horizontal
y se supone que la resistencia del aire es despreciable, entonces

Y|
LK

Y

Tl

Bl
K]

Tl

47.

48.

] 49.

50.

51.

52.

ECUACIONES PARAMETRICAS Y COORDENADAS POLARES

su posicién después de ¢ segundos estd dada por las ecuaciones
paramétricas

x = (vocos a)t y = (vo sen a)t — 391>

donde g es la aceleracién debida a la gravedad (9.8 m/s?).

a) Siun arma es disparada con a = 30°y v, = 500 m/s,
(cudndo caerd la bala al suelo? ;A qué distancia del arma
llegard al suelo? ;Cual es la altura mdxima que alcanzara la
bala?

b) Utilice un dispositivo de graficacion para verificar sus
respuestas al inciso a). Después grafique la trayectoria del
proyectil para otros valores del dngulo « para ver dénde
pegard en el suelo. Resuma sus hallazgos.

¢) Demuestre que la trayectoria es parabdlica eliminando el
parametro.

Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones
paramétricas x = 1,y = t* — ct. {Como cambia la forma de
la curva cuando c crece? Ilustre graficando varios miembros
de la familia.

Las curvas catastroéficas cola de golondrina estdn definidas

por las ecuaciones paramétricas x = 2ct — 41, y = —ct* + 3t*.
Grafique varias de estas curvas. ;Qué caracteristicas tienen en
comdn las curvas? ;Cémo cambian cuando c¢ crece?

Grafique varios miembros de la familia de curvas con
ecuaciones paramétricas x =t + acost,y =1t + asent,
donde a > 0. ;Cémo cambia la forma de la curva cuando a
crece? ;Para cudles valores de a la curva tiene un bucle?

Grafique varios miembros de la familia de curvas
x=sent + sennt,y = cos t + cos nt donde n es un
entero positivo. (Qué caracteristicas tienen en comun las
curvas? ;Qué pasa cuando n crece?

Las curvas con ecuaciones x = a sen nt, y = b cos ¢ se llaman
figuras de Lissajous. Investigue como varian estas curvas
cuando varian a, b y n. (Tome n como un entero positivo.)

Investigue la familia de curvas definidas por las ecuaciones
paramétricas x = cos #, y = sen ¢ — sen ct, donde ¢ > 0.
Empiece por hacer ¢ entero positivo y vea qué pasa con

la forma cuando ¢ crece. Después explore algunas de las
posibilidades que ocurren cuando ¢ es una fraccion.

PROYECTO DE LABORATORIO CIRCUNFERENCIAS QUE CORREN ALREDEDOR DE CIRCUNFERENCIAS

Y otra circunferencia.

x=(a—b)cos0+bcos<a_

En este proyecto investigamos familias de curvas, llamadas hipocicloides y epicicloides, que son
generadas por el movimiento de un punto sobre una circunferencia que rueda dentro o fuera de

c 1. Una hipocicloide es una curva trazada por un punto fijo P sobre la circunferencia C de radio b
cuando C rueda sobre el interior de la circunferencia con centro en O y radio a. Demuestre que
si la posicion inicial de P es (a, 0) y el parametro 6 se elige como en la figura, entonces las
ecuaciones paramétricas de la hipocicloide son

=

b0> y=(a—b)sen0—bsen<a

A .
Se requiere calculadora graficadora o computadora
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